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inaccurately by means of the convex-valued compact-valued maps by ele-
ments of the set of single-valued maps are proved in the article. 
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reconstitution; the functional dependence that is defined inaccuratel; the 
convex-valued compact-valued maps; the extremal element; the necessary 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ НЕСТАЦІОНАРНИХ ЗАДАЧ 
ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ З ВИКОРИСТАННЯМ CAD-СИСТЕМ 
Наведено методику й алгоритм розв’язання нелінійних не-
стаціонарних задач теплопровідності з внутрішніми джерела-
ми теплоти методом скінченних елементів (МСЕ). На базі про-
грамного забезпечення Mathcad розроблено авторський про-
грамний код для розв’язання поставленої задачі, за результа-
тами виконання якого проведено порівняльний аналіз з дани-
ми точних розв’язків та з результатами числових розв’язків, 
отриманими за допомогою програмних продуктів Matlab. 
Ключові слова: моделювання теплових процесів, метод 
скінченних елементів, апроксимація, Mathcad, лінеаризація. 
Вступ. Проблема розв’язання нелінійних задач теплопровідності 
залишається актуальною і на сьогоднішній день. А зі збільшенням 
питомої потужності технічних об’єктів, у зв’язку із мініатюризацією 
пристроїв, дослідженням нових теплопровідних матеріалів стає ще 
більш актуальною, оскільки, надійність та енергоефективність таких 
об’єктів визначається ще на етапі їх проектування [1]. 
Для розв’язання задач теплопровідності найбільшого поширення 
в наш час отримали системи, що використовують засоби комп’ютер-
ного інжинірингу, які вимагають зазвичай значних обчислювальних 
потужностей [2]. Тому доцільним є розробка в середовищі Mathcad 
раціональних методик та наочних алгоритмів числового розв’язання 
нестаціонарних задач теплопровідності зі значною температурною 
залежністю теплофізичних властивостей. 
Постановка задачі. Рівняння нелінійної нестаціонарної теплоп-
ровідності ізотропного середовища з внутрішніми джерелами тепло-
ти можна записати у вигляді 
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           , 0,    p vTc T T T T x q T x  
          , (1) 
де pc  — масова ізобарна теплоємність, Дж/(кгК);   — густина, кг/м3; 
T  — абсолютна температура, К;   — час, с; , 1, 2,3
i
i
x
    — опе-
ратор Гамільтона, м-1; , 1, 2,3ix i   — декартові координати, м;   — 
коефіцієнт теплопровідності, Вт/(мК); x  — радіус-вектор декартової 
системи координат, м; vq  — об’ємна густина внутрішнього джерела 
теплоти, Вт/м3; 3R  — тривимірна розрахункова область. 
Початкові умови для (1) в момент часу 0  : 
   0T x T  , (2) 
де 0T  — початкова температура, К. 
Граничні умови (ГУ) для (1) в момент часу 0   можуть вклю-
чати ГУ трьох родів: 
 І роду — задана температура bT  на границі I  поверхні   
  
I
bT x T  ; (3) 
 ІІ роду — задана нормальна складова вектора густини теплового 
потоку на границі II  поверхні   
  
II
nq n T T       , (4) 
де nq  — нормальна складова вектора густини теплового потоку 
 q T T   , Вт/м2; n  — вектор зовнішньої нормалі до  ; 
 ІІІ роду — задані конвективні умови теплообміну на границі III  
поверхні   
     
III
pn T T T T T        , (5) 
де   — коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2·К); pT  — температура ото-
чуючого середовища, К. 
Система рівнянь (1)–(5) є повним формулюванням нелінійної 
нестаціонарної задачі теплопровідності ізотропного середовища з 
внутрішніми джерелами теплоти. 
Методика числового розв’язання. Для числового розв’язання 
скористаємося МСЕ [3–5]. Для формулювання системи дискретних рів-
нянь МСЕ використовуємо метод Гальоркіна, тобто коли за вагову фун-
кцію обирається функція форми скінченного елементу (СЕ). В результаті 
для (1)–(5), після дискретизації   на СЕ і, використовуючи для похідної 
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за часом перший порядок апроксимації  O   [6], отримуємо таку сис-
тему дискретних рівнянь МСЕ за умови її формування за СЕ 
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де  e  — індекс СЕ; M  — кількість СЕ;  T ,  T  — вектори абсо-
лютної температури СЕ на верхньому та нижньому часових рівнях, 
відповідно, К;    eC T    ,    eK T    ,    eK T     — матриці жорст-
кості СЕ, що пов’язані з демпфіруванням (теплоємністю) (Дж/(м3К)), 
теплопровідністю (Вт/(м3К)) та зовнішнім конвективним теплообмі-
ном (Вт/(м3К)), відповідно;             , ,ve e eqqf T f T f   — вектори 
СЕ, що пов’язані з внутрішнім джерелом теплоти, зовнішнім конвек-
тивним теплообміном і густиною теплового потоку, Вт/м3. 
Інтегральні співвідношення для визначення матриць  eC    , 
 eK    , 
 eK     і векторів 
        , ,ve e eqqf f f  СЕ у випадку лінійних 
задач наведено в [3–5]. У разі нелінійної задачі ці вирази є залежними від 
температури і тому підчас її розв’язання ітераційними методами потре-
бують перерахунку на кожному кроці виконання ітерацій, що є вкрай 
неефективним особливо для нестаціонарних задач. Для того щоб уник-
нути цього необхідно попередньо виконати їх перетворення, враховуючи 
при цьому ізотропність фізичних властивостей середовища. Наприклад, 
для матриці жорсткості, пов’язаної з теплопровідністю, будемо мати 
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для матриці жорсткості, пов’язаної із зовнішнім конвективним теп-
лообміном 
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для матриці демпфірування 
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де  eV  — об’єм СЕ;  eS  — поверхня грані СЕ;  N  — матриця-
рядок коефіцієнтів форми СЕ;    B N   — матриця градієнтів СЕ; 
  1
M
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e i
m
T
T
M


 — середня температура СЕ;      
 e
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k N N dS      ,       e
Te
V
c N N dV      . 
Аналогічні перетворення також виконуються і для векто-
рів          ,ve eqf T f T  . Тепер матриці  ec    ,  ek    ,  ek     та век-
тори      ,ve eqf f  СЕ потребують тільки одноразового обчислення 
на початку ітераційного розв’язання задачі. В результаті виконаних 
перетворень (7)–(9) та переходом до ентальпійної форми запису сис-
тема дискретних рівнянь МСЕ (6) приймає вигляд 
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де      
ref
T
p
T
h T c T T dT   — об’ємна ентальпія, Дж/м3; refT  — те-
мпература відліку, К;  eh  і  eh  — значення об’ємної ентальпії СЕ на 
верхньому та нижньому часових рівнях, відповідно, Дж/м3; 
    
 
;
v
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V
f N dV       
 e
Te
S
f N dS   . 
У системі рівнянь (10) вектор   eqf  не зазнав перетворення 
оскільки не має залежності від температури. 
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Після часткової лінеаризації за методом Ньютона [6] система 
дискретних рівнянь (10) набуває вигляду 
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вільний член системи рівнянь;  1kT   — вектор нев’язки за темпера-
турою; k  — номер ітерації на кожному кроці інтегрування за часом. 
Систему рівнянь (11) можна також переписати відносно вузло-
вих невідомих T  . Наприклад, у разі нелінійності, що викликана 
температурною залежністю , , ,  pc    , будемо мати таку систему 
лінеаризованих рівнянь 
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матриця системи, що відповідає глобальним номерам вузлів;  
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вектор вільних членів відносно глобальних номерам вузлів. 
Матриця ijA    є розрідженою, тому для її формування та пода-
льшого розв’язання системи лінійних алгебричних рівнянь (12) за-
звичай використовується, наприклад, стрічкова її форма [7], що знач-
но мінімізує вимоги до обчислювальних ресурсів. 
Система лінеаризованих рівнянь (12) на кожному кроці ітерацій 
розв’язується відносно  1kjT  , а шукана температура у вузлах роз-
рахункової сітки визначається за формулою 
      1 1 , 1,  k k ki i iT T T i N      , (13) 
де N  — кількість вузлів у розрахунковій області. 
Критерієм отримання числового розв’язку вихідної задачі на 
кожному часовому кроці є виконання умови 
 1 , 1,ki TT i N   

, (14) 
де T  — задана точність розрахунку поля температури, К. 
Програмна реалізація числової методики та тести. Для дис-
кретизації   можна скористатися або чотиригранними, або шестиг-
ранними лінійними СЕ. Оскільки, для виконання дискретизації роз-
рахункової області в роботі застосовано вільно відкритий програмний 
продукт для автоматизованої генерації сіток Gmsh [8], що дає змогу 
будувати прості геометричні моделі фізичних об’єктів та виконувати 
генерацію якісних розрахункових сіток, то надалі всі отримані ре-
зультати будуть стосуватися тетраедральних СЕ. 
Для програмної реалізації запропонованої числової методики 
обрано мову програмування системи Mathcad [9]. Це дало змогу за-
безпечити максимальну наочну схожість програмного коду з число-
вою методикою розв’язання задачі. 
Оскільки, МСЕ не дає можливості проведення апріорних оцінок 
точності розрахунків, то на практиці оцінку точності розрахунків за-
звичай виконують за допомогою порівняння з точними (аналітични-
ми) або числовими розв’язками задач, отриманими іншими авторами. 
Для дослідження збіжності числових розв’язків широкого застосу-
вання також набув метод подвійного перерахунку та побудови графі-
ків збіжності результатів розрахунків до точного розв’язку [10]. 
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У зв’язку з цим для оцінки точності числової методики обрано 
циліндр за різних комбінацій задання граничних умов ІІІ роду на йо-
го поверхнях і наявності внутрішніх джерел теплоти за умов стаціо-
нарного та нестаціонарного розподілу полів температури, для яких 
існують точні розв’язки [11]. 
Для побудови числової моделі нестаціонарної теплопровідності ви-
користано четверту частини циліндра. Побудову простої геометричної 
моделі чверті циліндра скінченних розмірів виконано за допомогою спе-
ціального geo-файлу у програмі Gmsh, текст якого має такий вигляд 
// ініціалізація змінних 
cl = 0.04; 
// Параметри циліндра 
r=0.05;  //радіус 
h=0.1;  // висота 
// точки 
Point(1) = {r, 0, 0, cl}; 
Point(2) = {0, 0, 0, cl}; 
Point(3) = {0, r, 0, cl}; 
// лінії 
Line(1) = {2, 1}; 
Circle(2) = {1, 2, 3}; 
Line(3) = {3, 2}; 
// замкнутий контур 
Line Loop(4) = {1, 2, 3}; 
// поверхня 
Plane Surface(1) = {4}; 
// витягування вздовж осі OZ 
Extrude {0, 0, h} { Surface{1}; } 
Результат виконання скінченно-елементної дискретизації моделі 
циліндра тетраедрами за допомогою програми Gmsh (184 вузлів, 
537 скінченних елементів) наведено на рис. 1. 
 
Рис. 1. Дискретизація моделі 
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Тестування розробленого програмного забезпечення у середо-
вищі Mathcad для розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності 
(1)–(5) виконано за декількома тестами. 
Тест 1. Стаціонарна задача теплопровідності циліндра радіусом 
0,1 м та висотою 0,25 м з коефіцієнтом теплопровідності 
10 Вт/(мК) / 150 Вт/(мК) за граничних умов ІІІ роду на торцях: ниж-
ній — 1 10   Вт/(м2К), 1 35pt   С; верхній — 2 35   Вт/(м2К), 
2 250pt   С (табл. 1). 
Таблиця 1 
Результати порівняння за тестом 1 
Тип розв’язку min maxt t ,   10 Вт/(мК) 
min maxt t , 
  150 Вт/(мК) 
Mathcad — МСЕ, авторський код, 175,002–210 200,082–202,834 
Точний розв’язок [11] 175–210 200,082–202,834 
Тест 2. Стаціонарна лінійна задача теплопровідності циліндра радіу-
сом 0,05 м та висотою 0,25 м з коефіцієнтом теплопровідності 12 Вт/(мК) та 
внутрішнім джерелом теплоти 52500 / 5000 / 2 10 vq    Вт/м3 за граничних 
умов ІІІ роду: бічна сторона 15   Вт/(м2К), 35pt   С (табл. 2). 
Таблиця 2 
Результати порівняння за тестом 2 
Тип розв’язку . .cm ц
t t , 
51, 25 10vq    Вт/м3
. .cm цt t , 
45 10vq    Вт/м3
. .cm цt t , 
52 10vq    Вт/м3
Mathcad — МСЕ, 
авторський код, 55,725–56,395 117,899–120,578 366,597–377,312
Точний розв’язок 
[11] 55,833–56,484 118,333–120,938 368,333–378.75 
Примітка. . .,  cm цt t  — температура стінки та центру циліндра, 
відповідно, С. 
Тест 3. Нестаціонарна теплопровідність під час охолодження 
необмеженої пластини за граничних умов конвективного типу: тов-
щина пластини 2 20   мм, початкова температура 0 140t  С, тем-
пература повітря 15pt   С, час від початку охолодження 
20   хв., коефіцієнт теплопровідності гуми 0,175   Вт/(м·К), 
коефіцієнт температуропровідності гуми 70,833 10a    м2/c, коефі-
цієнт тепловіддачі від гуми до повітря 65   Вт/(м2·К) (табл. 3). 
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Таблиця 3 
Зіставлення даних аналітичного та числового розв’язків  
нестаціонарної задачі теплопровідності необмеженої пластини  
за граничних умов ІІІ роду 
Тип розв’язку Температура на осі пластини 0xt  , С 
Температура на повер-
хні пластини xt  , С 
Точний розв’язок [11] 47,563 25,453
Mathcad — МСЕ, авторсь-
кий код, 5   с, 240 
кроків, 907 вузлів, 3535 СЕ
47,604 25,171 
Тест 4. Нелінійна нестаціонарна задача теплопровідності циліндра 
радіусом 0,02 м та висотою 0,02 м з коефіцієнтом теплопровідності 
  31,116 10159,218 tt e    Вт/(мК), масовою ізобарною теплоємністю 
  7 3 3 2712, 2 2,933 10 1, 444 10 2,406pc t t t t        Дж/(кгК) і гус-
тиною   5 51853 5, 453 10 0,127t t t      за граничних умов ІІІ роду 
на торцях: нижній — 1 10   Вт/(м2К), 1 35pt   С; верхній — 
2 35  Вт/(м2К), 2 250pt   С. Початкова температура 0 35t   С 
(табл. 4). 
Таблиця 4 
Результати порівняння за тестом 4 
Час, год . .cm цt t , С 
1 3 5 7 10
Matlab [12] 137,1–138,89
188,53–
189,94
198,47–
199,79
200,6–
201,9
201,14–
202,44
Mathcad — МСЕ, авторський 
код, 120 кроків за часом, 1218 
вузлів, 4804 СЕ
136,02–
138,15 
187.91–
189.7 
198,07–
199,78 
200,27–
201,96 
200,84– 
202,53 
Тест 5. Умови тесту 4, але з 52,5 10vq    Вт/м3 та граничними умо-
вами ІІІ роду на бічній стороні: 3 10   Вт/(м2К), 3 35pt   С (табл. 5). 
Таблиця 5 
Результати порівняння за тестом 5 
Час, год . .cm цt t , С 
1 3 5 7 10
Matlab [12] 327,53–328,86
407,90–
410,42
415,72–
418,39
416,56–
419,26
416,60–
419,38
Mathcad — МСЕ, авторський 
код, 120 кроків за часом, 
1218 вузлів, 4804 СЕ
326,05– 
328,17 
406,67– 
411,35 
414,61–
419,66 
415,50–
420,58
415,61–
420,69
Математичне та комп’ютерне моделювання 
76 
Результати числового моделювання за тестом 4 з використанням 
розробленого програмного забезпечення наведено на рис. 2. 
  
а     б 
а — поле температури; б — поле густини теплового потоку 
Рис. 2. Результати числового моделювання за тестом  
5 на 10 год (ParaView [13]) 
Аналіз порівняння результатів показує, що дані моделювання за ро-
зробленим програмним забезпеченням збігаються з аналітичними та 
числовими розв’язками, що отримані з використанням програмного за-
безпечення Matlab. При цьому максимальне значення похибки визна-
чення температури не перевищує 0,1–1,1 % залежно від умов задачі. 
Висновки. На базі методу скінченних елементів та лінеаризації 
за методом Ньютона розроблено числову методику та програмне за-
безпечення для розв’язання нелінійних нестаціонарних задач теплоп-
ровідності з внутрішніми джерелами теплоти та виконано зіставлення 
результатів числових експериментів за тестами, для яких існують 
точні розв’язки, та з даними отриманими за допомогою програмних 
продуктів Matlab. Встановлено, що максимальне значення похибки 
визначення температури не перевищує 0,1–1,1% залежно від умов 
задачі. Подальші дослідження доцільно продовжити у напрямку роз-
робки методики та алгоритмів розв’язання контактних задач теплоп-
ровідності з врахуванням стрічкової форми запису матриці системи 
лінеаризованих алгебричних рівнянь та мінімізації ширини стрічки. 
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